Podstawowa analiza wykonania programoéw na kompu-
terach

Wydajno$é wspotezesnych komputeréw bedziemy podawaé¢ w milionach operacji zmien-
nopozycyjnych na sekunde — megaflopach (Mflops) i definiowaé jako

N
r== Mflops,

gdzie N oznacza liczbe operacji zmiennopozycyjnych wykonanych w czasie t mikrosekund.
Czas wykonania programu spelnia zatem zaleznos¢

N .

t = — microsec.

r
Dla poszczegolnych fragmentéw programu moga byé¢ osiagane rozne wydajnosci syste-
mu, a zatem wzor opisuje tylko wypadkowa (srednia) wydajnos¢. Ponizej przedstawiamy
najwazniejsze modele, ktore znacznie lepiej oddaja specyfike wykonania programéw na
wspotezesnych komputerach.

Prawo Amdahla

Niech f bedzie czescig programu sktadajacego sie z N operacji zmiennopozycyjnych, dla
ktorej system osiaga wydajno$c¢ V', zas 1 — f czeScia charakteryzujaca sie wydajnoscia S,
przy czym V > S. Wowczas otrzymujemy taczny czas wykonywania obliczen obu czesci

programu
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oraz otrzymujemy wypadkowa wydajnos¢
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Powyzszy wzor nosi nazwe prawo Amdahla i opisuje wplyw przyspieszenia (optymalizacji)
fragmentu programu na wydajno$¢ komputera realizujacego obliczenia.
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Rysunek 1: Prawo Amdahla dla V' = 1000 oraz S = 50 Mflops.



Jako przyktad rozwazmy sytuacje, gdy V' = 1000 oraz S = 50 Mflops. Rysunek 1 poka-
zuje wydajnosé komputera (Mflops) w zaleznosci od wartosdci f. Mozemy zaobserwowag,
ze relatywnie duza warto$¢ f = 0.8, wykonywana z maksymalna mozliwa wydajnoscig
skutkuje wypadkowa wydajnosciag rowng 200 Mflops, a zatem wykorzystaniem zaledwie
20% teoretycznej maksymalnej wydajnosci (ang. peak performance). Oznacza to, ze aby
uzyska¢ bardzo duza szybkos¢ wykonania programu, nalezy zadbac¢ o zoptymalizowanie je-
go najwolniejszych czesci. Zauwazmy tez, ze w omawianym przypadku najwiekszy wzrost
wydajnosci uzyskujemy przy zmianie wartosci f od 0.9 do 1.0. Zwykle jednak najwol-
niejsze (najmniej efektywne) fragmenty programu, to obliczenia przyjmujace postaé re-
kurencji, badz tez realizujace dostep do pamieci w sposoéb nieoptymalny, ktére wymagaja
zastosowania specjalnych algorytméw dla osiggniecia zadowalajacej szybkosci obliczen.

Model Hockney’a-Jesshope’a

Innym modelem, ktory doktadniej charakteryzuje obliczenia wektorowe jest model Hock-
ney’a - Jesshope’a obliczen wektorowych, pokazujacy szybkos¢ wykonania petli na danym
procesorze. Rozwazmy petle sktadajaca sie z N obrotéw. Szybkosé jej wykonania wyraza
sie wzorem

7/.OO
TN = na/N + 1 Mflops, (1)
gdzie r., oznacza szybko$¢ wykonania (w megaflopach) ,nieskoniczonej” petli (bardzo
diugiej), zas ny, jest dlugoscia (liczbg obrotéw) petli, dla ktorej osiggnigta jest szyb-
ko$¢ wykonania okoto 7., /2. Przyktadowo, operacja DOT wyznaczenia iloczynu skalarnego
wektorow x,y € RY
dot — x'y

ma postaé¢ nastepujacej petli o liczbie obrotow réwnej N.

dot=0.0
do i=1,N

dot=dot+y (i)*x (i)
end do

Laczna liczba operacji zmiennopozycyjnych wykonywanych w powyzszej konstrukeji wy-
nosi zatem 2N. Stad czas wykonania operacji DOT dla wektorow o N sktadowych wynosi
w sekundach

2N 2-107°

- 1087y 7o

Tpor(N)

Podobnie operacja AXPY moze by¢ w najprostszej postaci zaprogramowana jako nastepu-
jaca konstrukcja iteracyjna.

(12 +N). (2)

do i=1,N
y(i)=y(i)+alpha*x (i)
end do
Na kazdy obrét petli przypadaja dwie operacje arytmetycze, stad czas jej wykonania
wyraza sie wzorem
2N 2. 10-¢

- 1067y 7o

Taxpy(N) (n1j2 + N). (3)



Oczywiscie wielkoSci 7o oraz nq/, wystepujace odpowiednio we wzorach (2) i (3) sa na
ogot rézne, nawet dla tego samego procesora. Wada modelu jest to, ze nie uwzglednia
on zagadnien zwigzanych z organizacjg pamieci w komputerze. Moze sie zdarzy¢, ze taka
sama petla operujaca na réznych zestawach danych alokowanych w pamieci operacyjnej
w odmienny sposob, bedzie w kazdym przypadku wykonywana z bardzo réznymi pred-
kosciami. Moze to by¢ spowodowane konfliktami w dostepie do bankow pamieci badz tez
innym schematem wykorzystania pamieci podreczne;j.

Jako przyktad ilustrujacy zastosowanie modelu Hockney’a-Jesshope’a do analizy algo-
rytméw rozwazmy dwa algorytmy rozwigzywania uktadu rownan liniowych

Lx =b, (4)

gdzie x, b € RY, o macierzy dolnotrdjkatnej postaci
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Uktad moze by¢ rozwigzany przy pomocy nastepujacego algorytmu:

o (6)
x; = (bi - 22;11 aikxk) /CLZ-Z- dlaz=2,...,N.

Zauwazmy, ze w algorytmie dominuje operacja DOT. Stad pomijajac czas potrzebny do
wykonania N dzielen zmiennopozycyjnych wnosimy, ze taczny czas dzialania algorytmu
wyraza sie wzorem
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Inny algorytm otrzymamy wyznaczajac postaé¢ macierzy L. Istotnie, macierz L moze
by¢ zapisana jako L = LiLs--- Ly, gdzie

1

oraz

L—l _ Qi
) - _ai+1,i

(27




Oczywiscie zachodzi
Lt =Ly' Ly, - L
Stad otrzymujemy nastepujacy wzor:

Yo=Db
yi=L;'yioy dlai=1,...,N (7)
X=Y¥nN

Operacja mnozenia macierzy L; ' przez wektor y;_; nie wymaga jawnego wyznaczania
postaci macierzy. Istotnie, rozpisujac wzor (7) otrzymujemy
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W algorytmie opartym na wzorach (7) i (8) nie trzeba sktadowaé wszystkich wyznaczanych
wektoréw. Kazdy kolejny wektor y; bedzie sktadowany na miejscu poprzedniego, to znaczy
yi—1. Stad operacja aktualizacji wektora we wzorze (8) przyjmie posta¢ sekwencji operacji
skalarnej

Yi < Yi/ Qs (9)
a nastepnie wektorowej
Yit1 Yi+1 i1
e (10)
YN YN an,i

Zauwazmy, ze (10) to wlasnie operacja AXPY. Stad podobnie jak w przypadku poprzedniego
algorytmu, pomijajac czas potrzebny do wykonania (9) otrzymujemy

TH(N) = kz__: Taxpy(N — k) = 2 -le‘ (nl/Q(N — 1)+ kz__: (N — k))

Zatem dla obu algorytméw czas wykonania operacji wektorowych wyraza sie podobnie w
postaci funkcji zaleznych od parametréw r.,, ni/,, wlasciwych dla operacji DOT i AXPY.
Ponizsza tabela pokazuje przewidywany czas realizacji obu algorytméw na komputerze
Convex C3210 (zaniedbujemy jednakowy dla obu algorytméw czas potrzebny na wykona-
nie N operacji dzielenia).

Alg. 1] oo = 18 [ 1212 = 36 | T3(1000) = 0.059 scc.
Alg. 2 | oo = 16 | 1212 = 26 | T5(1000) = 0.066 sec.

(12)

Zauwazmy, ze mimo jednakowej, wynoszacej w przypadku obu algorytméw liczby operacji
arytmetycznych N2, wyznaczony czas dziatania kazdego algorytmu jest inny.
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Prawo Amdahla dla obliczen réwnoleglych

Przypusémy, ze czas wykonania programu na jednym procesorze wynosi t;. Niech f ozna-
cza czes¢ programu, ktora moze by¢ idealnie zréwnoleglona na p procesorach. Pozostata
sekwencyjna czesé programu (1 — f) bedzie wykonywana na jednym procesorze. Laczny
czas wykonania programu rownolegltego przy uzyciu p procesoréw wynosi

_ ti(f+ (1 - f)p)
1 » :

131
tp:f*"‘(l_f)t
p
Stad przyspieszenie (ang. speedup) wyraza sie wzorem

31 P
Sp=—=——"". (13)
Tt fHA-fp
Rysunek 2 pokazuje wptyw zrownoleglonej czesci f na przyspieszenie programu. Moz-
na zaobserwowaé bardzo duzy negatywny wplyw czesci sekwencyjnej (niezréwnoleglonej)

na osiggniete przyspieszenie — podobnie jak w przypadku podstawowej wersji prawa Am-
dahl’a.
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Rysunek 2: Prawo Amdahla dla dla obliczen réwnolegtych, p = 16.

Model BSP

W celu przeprowadzania analizy wykonania programéw w srodowisku rozproszonym, roz-
wazmy nastepujacy model BSP (ang. Bulk Synchronous Parallel Architecture). Program
réwnolegly sktada si¢ z pewnej liczby superkrokéw (rysunek 3). Kazdy superkrok sktada
sie z obliczen wykonywanych przez procesory na danych znajdujacych sie w ich pamieciach
lokalnych, globalnej wymiany danych (komunikacji) oraz na koniec synchronizacji. Mo-
del BSP charakteryzuje sie nastepujacymi parametrami: liczbg dostepnych procesoréw p,
czasem ¢ (liczonym w jednostkach réwnych czasowi wykonania jednej operacji zmiennopo-
zycyjnej) potrzebnym do wystania badz odbioru jednego stowa maszynowego oraz czasem
[ (réwniez liczonym w jednostach okreslonych przez czas wykonania operacji zmienno-
pozycyjnej) potrzebnym do synchronizacji wszystkich procesoréw. Wykonanie operacji
synchronizacji na koniec superkroku gwarantuje, ze wszystkie wysytane dane dotarty do
miejsca przeznaczenia. Ztozonosé (inaczej koszt) superkroku definiujemy jako wielkos$é

wmax + ghmax + l? (14)
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Rysunek 3: Program w modelu BSP.

gdzie wpay 0znacza maksymalng liczbe operacji arytmetycznych wykonywanych lokalnie
w ramach superkroku, zas hy.x maksymalng liczbg stéw maszynowych wysytanych lub od-
bieranych przez pewien procesor. Ztozonoscig programu nazywamy sume ztozonosci jego
poszczegblnych superkrokéw. Zauwazmy, ze majac dang ztozono$¢ programu oraz sza-
cunkowy czas (w sekundach) potrzebny do wykonania jednej operacji zmiennopozycyjnej
mozemy wyznaczy¢ czas wykonania programu.



