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1. Wstep

Lancuchy Markowa (bedace klasa proceséw stochastycznych) sa szeroko stosowanym
narzedziem do modelowania zachowan roznego rodzaju uktadéw dynamicznych.
W potaczeniu z modelami kolejkowymi $wietnie nadaja si¢ do badania sieci
komunikacyjnych i komputerowych.

Zeby reprezentowa¢ zachowanie takiej sieci (lub innego obiektu) za pomoca
fancucha Markowa, nalezy wygenerowac przestrzen wszystkich mozliwych stanow
modelu (i ponumerowac je kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do #), a nastgpnie
wyznaczy¢ wszystkie potencjalne przejscia pomigdzy stanami oraz intensywnosci
q,(t) przejs¢. W ten sposob powstaje macierz Q(7), opisujaca catkowicie

i jednoznacznie zachowanie reprezentowanego tancuchem Markowa obiektu w czasie.
Elementy macierzy Q(#) okreslone przez réwnosci:
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gdzie p,(t,t,) jest prawdopodobiefistwem, ze uktad w chwili 7, znajdzie si¢ w stanie j

pod warunkiem, ze w chwili #; byt w stanie i.

W interesujacych nas przypadkach mamy do czynienia z jednorodnym tancuchem
Markowa, to jest w takim, w ktorym sama macierz Q(¢) nie zmienia si¢ w czasie — stad
dalsze oznaczenie Q.

W badaniach, w ktorych uzywamy tancuchéw Markowa najbardziej interesujacym
jest wyznaczenie rozktadu prawdopodobienstw stanow w danej chwili [6]. Rozktad taki
reprezentowany  jest przez wektor #w(¢)=(7,,...,7,)  prawdopodobienstw
poszczegolnych stanow, ktory spetnia¢ musi pewne dodatkowe — oczywiste —
ograniczenia:

()20, [[=@)[,=1. 3

Wektor m(¢) zwiazany jest z macierza Q nastepujaca zaleznos$cia:
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W przypadku, gdy chcemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa stacjonarne (niezalezne od
czasu), zalezno$¢ (4) redukuje si¢ do

0=nQ. )

Po podstawieniu (dla wygody) x =z" do (5) oraz po uwzglednieniu warunkow (3)
dostajemy do rozwiazania problem:

Q'x=0, x>0, IIx|,=1. (6)

Problem ten ma co najmniej jedno rozwiazanie, poniewaz rankQ <n—1(co
bezposrednio wynika z (2)). Co wigcej, w przypadku, gdy rankQ=n-1 takie
rozwigzanie (spetniajace (3)) jest doktadnie jedno.

2. TIterowany algorytm GMRES

Istnieje wiele metod rozwiazywania rownan (6). Mianowicie, mamy metody
bezposrednie (zwane tez ,,doktadnymi” — jak choé¢by eliminacja Gaussa), metody
iteracyjne (Jacobiego, Gaussa-Seidla, SOR), metody projekcyjne i inne. Jedna
z bardziej interesujacych i skutecznych jest iterowana wersja algorytmu GMRES
(metoda projekcyjna).

Algorytm GMRES [5] rozpoczyna si¢ znalezieniem znormalizowanej reszty v,
obliczonej dla poczatkowego przyblizenia x,:

r,=-Q'x,, (7
B, (3)
N 9
V= ©)

Nastepnie konstruowana jest ortonormalna baza (v;) dla podprzestrzeni Krytowa
o wymiarze m (przy czym m << n ) poprzez proces Arnoldiego (dla j=1,...,m):

w=Q'v,, (10)
dlai=1,...,j: hy =viWw, W=w-hyv,, (11)
Ry =Wy, (12)
Vi = (13)
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Kolejnym krokiem jest znalezienie (dzigki metodzie najmniejszych kwadratow)
wektora y = (y,,...,¥,)" minimalizujacego wyrazenie

| e, —Hy||,, (14)

gdzie wektor e, = (1,0,...,0)" jest wymiaru m+1, a macierz H jest wymiaru (m+1)xm
oraz:

h, dla i< j+l,
H={" (15)
0, dla i>j+1.

W iterowanym algorytmie GMRES, jezeli wynikowy wektor

X=X+ V. (16)

i=1

daje zbyt duza (w sensie wybranej normy) reszte r = —-Q"x (a liczba powtorzen nie
przekroczyta jeszcze maksymalnej), to wszystkie operacje powtarzane sa od poczatku,
alejuzdla x, =x.

3. Wektorowy iterowany algorytm GMRES

Jedna z zalet algorytmu GMRES (oraz jego wersji pochodnych — w tym iterowanej) jest
duza liczba operacji wektorowych, ktore moga by¢ zaimplementowane wprost jako
operacje wektorowe — a nie sekwencje operacji skalarnych (taka budowa algorytmu
pozwala takze na jego skuteczne zrownoleglenie [1]). Owe operacje wektorowe to:
obliczanie drugiej normy wektora — w (8), (12); skalowanie wektora — w (9), (13);
podstawianie wektora — w (9), (13), (16); iloczyn skalarny wektoréw — w (11); oraz
sumowanie wektorow ze skalowaniem jednego z nich — w (11), (16).

Operacja wektorowa — ktora jednak w naszym przypadku musi byc¢
zaimplementowana skalarnie — jest tez mnozenie macierzy Q przez wektor
w rownosciach (7) oraz (10). Niestety, macierz Q, jako macierz rzadka, nie jest
przechowywana w standardowej formie, lecz w formacie Harwella-Boeinga, wigc
operacje z jej udzialem nie nadaja si¢ wprost do implementacji wektorowe;.

Opisanym powyzej operacjom na wektorach odpowiadaja bezposrednio
podprogramy pierwszego poziomu biblioteki (a wlasciwie standardu) BLAS (Basic
Linear Algebra Subprograms, [4]) — dostgpnej na wiele platform w roéznorodnych
implementacjach. Obliczanie drugiej normy wektora realizuje podprogram ?NRM2,
skalowanie wektora — podprogram ?SCAL, podstawianie wektora pod wektor
(kopiowanie) — podprogram ?COPY, iloczyn skalarny wektorow — podprogram ?DOT,
a sumowanie wektorow ze skalowaniem jednego z nich (y <— ax+y ) — podprogram

?PAXPY (we wszystkich nazwach podprograméw zamiast ? znajduje si¢ jedna z liter S,
D, C, Z oznaczajacych typ skladowych wektora — odpowiednio: rzeczywiste
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pojedynczej precyzji, rzeczywiste podwdjnej precyzji, zespolone pojedynczej precyzji
i zespolone podwojnej precyzji).

4. System Cray SV1

Doswiadczenia przeprowadzone zostaty na komputerze Cray SVIex-1 [3], dziatajacym
pod systemem operacyjnym UNICOS w wersji 10.0.1.1 opartym na USL System V.
Wykorzystany tu typ komputera charakteryzuje si¢ posiadaniem wielu procesorow
(wektorowych), ktére — pogrupowane po 4 — tworza tak zwane MSP (Multi Streaming
Processor) — procesory wielostrumieniowe, ktorych dziatanie przypomina z jednej
strony dziatanie pojedynczych procesoréw wektorowych, a z drugiej — uktadow SMP.
Cata czworka przydzielana jest bowiem jednocze$nie do jednego zadania — w ten
sposob (w odréznieniu od tradycyjnej réwnoleglosci) czgs¢ czasu procesorow moze
zosta¢ zmarnowana, ale z drugiej strony cala czworka jest zarzadzana
i synchronizowana wspdlnie (a przez to wydajniej), co pozwala na wykorzystanie
réwnoleglosci na nizszym poziomie.

Inna wazna cecha uzytej maszyny jest brak pamigci wirtualnej — cala pamigé
operacyjna to pamig¢ rzeczywista (32 GB RAM). W odniesieniu do prezentowanego
przez nas wykorzystania maszyny (w testach najwigksza z macierzy Q zajmowata
ponad 1GB pamigci) jest to znaczace udogodnienie, poniewaz nie zachodzi
niebezpieczenstwo bledow stronicowania (page faults) 1 zwiazanych z nimi opdznien
w wykonywaniu algorytmu.

5. Doswiadczenia

Opisany w sekcji 2 iterowany algorytm GMRES zostat zaprogramowany w jezyku C
przy uzyciu pojedynczej precyzji (na opisywanym komputerze oznacza to liczbg
o$miobajtowa) i skompilowany przy pomocy standardowego kompilatora dostgpnego
na opisanej wyzej maszynie, to jest za pomoca Cray Standard C w wersji 6.5.0.5. Przy
kompilacji wlaczone byly takze opcje automatycznej optymalizacji najwyzszego
poziomu.

Tenze algorytm w wersji wektorowej zostal zaprogramowany takze w jezyku C
(i skompilowany tym samym kompilatorem, takze w pojedynczej precyzji), ale
z uzyciem standardowo dostgpnej biblioteki BLAS. Wszystkie operacje wektorowe
zostaly zastapione odpowiednimi operacjami powyzszej biblioteki zgodnie z opisem
w sekeji 3.

Obie wersje przetestowano z tymi samymi parametrami (wymiar przestrzeni
Krytowa: m = 35 ; warunek zakonczenia obliczen: || —Q"x ||,< 10~ ; maksymalna liczba

iteracji: 1000) oraz tymi samymi zestawami danych. Jako dane testowe shuzyly
macierze przejscia dla Markowowskiego modelu zachowania si¢ cieknacego wiadra
zroznymi parametrami [2]. Parametry danych oraz wyniki testow przedstawiono
ponizej, w tabeli i na wykresach. Wida¢ z nich, ze r¢czna wektoryzacja przy pomocy
biblioteki BLAS (juz na poziomie pierwszym) moze znaczaco poprawi¢ wydajnos¢ —
nawet w przypadku kompilatorow, majacych wbudowana mozliwo$¢ automatycznej
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wektoryzacji, ktora powinna — zdawatoby si¢ — dziata¢ wystarczajaco dobrze dla tak
prostego i wektorowego z natury algorytmu jak GMRES.

czas czas
srednio dziatania dziatania
liczba niezerowych algorytmu algorytmu
wymiar elementow o bez z biblioteka ~ przys$pieszenie
macierzy  niezerowych . modyfikacji BLAS I
n nz n liczba iteracji t [s] t, [s] b
1166 7387 6,34 8 0,912353 0,504895 1,807015
2101 14348 6,83 8 1,833199 1,097697  1,670041
2850 19977 7,01 10 3,254391  1,967248  1,654286
4049 29198 7,21 10 4,714422  2,899082  1,626178
5225 38538 7,38 10 6,189704 3,754537  1,648593
6069 44850 7,39 12 8,786772 5,417535  1,621913
7049 52018 7,38 13 11,078186 6,780063  1,633936
8249 61920 7,51 13 13,128827 8,024775  1,636037
9116 69791 7,66 13 14,653699 9,043371  1,620380
10001 75394 7,54 17 21,350315 13,232359 1,613493
GMRES ——
GMRES-BLAS ———
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6. Podzigkowania

W pracy wykorzystano wyniki uzyskane z wykorzystaniem zasobéw komputerowych
Interdyscyplinarnego Centrum Modelowania Matematycznego 1 Komputerowego
(ICM) Uniwersytetu Warszawskiego.
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